IV - IMAGE D’UN INTERVALLE

1. Image d’un segment (intervalle fermé borné) par une fonction continue

Théoréme

admis segment

L’image par une fonction continue d’un segment est un

Autrement dit : Sif est continue sur Uintervalle [a,b] alors il existe deux réels

m et M tels que f([a,b]):[m,M] avec m<M

2. QuevautmetM?
Distinguons trois cas :

1* cas : f est croissante sur [a,b]

Ona:

vxelabliasxsh = Wxelab]; f(a)<f(x)< F(b
= VXe[a,b];f

f([a.b])= [f 1(6)]

Montrons que : [f ]cf([a b] )
Soit ze| f(a),f(b)]
ona: o€ [a,b]} N {f(a) e f([a.b])
befab]] | 5(b)< ([2.5)
Comme f([a,b]) estun intervalle et f(a)et f(b) sont deux éléments

de f([a,b]) et f(a)<z<f(b) alors ze[f(a),f(b)}
D'our [ f(a),f(b)]=f([a,b])

~—

D’ou :

En conclusion :
Sif est continue et croissante sur [a,b] alors

f([a.b])=[f(a).f(b)]

2¢me cas : f est décroissante sur [a,b]
Par un méme raisonnement que dans le 1¥'cas on démontre que :

f([eb])=[£(b).£(a)]

Définition d’un intervalle
Soit I une partie de IR

On dit que [ est un intervalle si,
et seulement si, pour tous réels x
etydel ettoutréel zde IR

Si z est compris entre x et y
alors zel
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Fonction continue et croissante

sur le segment [a,b]
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£ ()
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=
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Fonction continue et
d écroissante sur le segment

[a,b]



3™ cas : f n’est pas monotone sur [a,b]
On décompose [a,b] en une réunion d’intervalle ou f est monotone
Dans le cas de figure ci—contre ona: [a,b]=[a,a]U[a, B]U[B,b]
f([a.b])=f([o. @] [a. 8] [.0])
= f([a.a])w f([e.B]) £([B.b])
=[f(a).F(@) o[£ (B).£(@)JVL£(B).£(b)]

Remarquer que :

[f(a).f(a) ][ £(B).f(a)] et [£(B).f(b)]<[f(B).f(a)]
Drou: f(la.b])=[£(8).f(a)]

Dans les trois cas :

£ (o)

f£(a)gp----!

f(b)e

£(B)

m= n[vilg]f(x) : valeur minimale de f sur [0,b] et M= m[az(]f(x) : valeur maximale de f sur [a,b]

Propriété

valeurs minimale et maximale de f sur [a,b]

Si f est continue sur [a,b] alors f([a,b]):[m,M] ou metM sontrespectivement les

Exercice
X
x*+1

Déterminer f([—z,—l]); f([O,l]) et f([—2,2])

Soit f la fonction définie par : f(x)=

Solution :

e Continuité def
La fonction f est une fonction rationnelle donc f est continue sur son
domaine de définition qui est IR

e Monotoniede f

x'(x2+1)—(x2+1)'x 1—x?
VxelR; f'(x)= : - .
2 2
(x +1) (x +1)

D’ou le signe de f'(x) est celui de

x| = -1 1 ==
1-x* e H
) o~

- Détermination de f([—z,—l])

f([-2-1])= [f(—l),f(—z)] = [—%,—ﬂ (car f est décroissante sur
[-2,-4]

- Détermination de f([O,l])
f([O,l]) = [f(O),f(l)} = [O,%}( car f est croissante sur [0,1])

- Détermination de f([—2,2])

La fonction f n’est pas monotone sur Uintervalle [—2,2] d’ou

11

=2,2|)=| min f(x), max f(x)|=|——,—

H(2.2)=| pin, 1), max 1) || 3.5
3. Image d’unintervalle

a monotonie de f permet de déterminer
rnes de ce segment




Activité1

Soit f la fonction définie sur Uintervalle [0,1] par: f(x)=x’

Nous allons montrer que : f([O;l]) =[0/1]

vre[o]0<x<1 = £(0)< £ (x)< £ (1)
= f(x)e[0:1]

Dou f([0:1])=[0/1]

Montrons que : [0;1]cf([0 1])

f(0)=0e r([0:1])

( Courbe représentant la fonction f définie
=1 0:1 sur[0,1] par f(x)=x>
) ef([ ]) alors zef([O;l]) Par 7(2)
S(0)<z<7(1)
(

f [O 1 )estunmtervalle

Soit z€[0;1]. Comme

Donc : f([O;l]) =[0/1]

Activité2

Soit f la fonction définie sur Uintervalle [0,+o0[ par: f(x)= al

x+1
Nous allons montrer que : f([0,+oc[) =[0;1]

1
Ona: Vxe[0+o[; 0<f(x)=1-——<I
na x [0, +00] f(x) TR

Dot f([0.4+eo]) =[0:1]

Réciproquement : Soit 4 €[0,1[ montrons que I'équation f(x)=4

admet une solution dans [0,+OO[ Courbe représentant la fonction f définie
X sur [0, par f(x):L
f(x)=ﬂ<:>—=ﬂ x+1
x+1

& x= /1( 1)

& (l—l)le

A#]

& x= A e[O,+oo[

1-4

Donc:  £([0,+00[)=[0/1]

Théoréme | Si fest une fonction continue sur un intervalle I de IR alors I'image f (I ) de I par f est un
admis intervalle

Remarque :

La condition festcontinue surln’est qu’une condition suffisante
(mais non nécessaire) pour que f(l) soitun intervalle ;
En effet :




e [Lafonction fdéfinie sur O 2] par: {

f(x)=x si xe[0;1]
f(x =3- xs:xe[12]

n’est pas continue sur [0,2] et f [ ,2]): [0,2]

e Lafonction f définie sur [0,2 par: f(x)=2E(x)+(x—E(x ))2
1;

n’est pas continue sur [0,2] et f([O 2[) [0;1] V]

3

4. Détermination de f(l) ou | est unintervalle

Th::f’;i?e L’image d’un intervalle | par une fonction continue est un intervalle de méme nature
Exemples :
i L’image f(l) de | dans le cas oufest | L’image f(l) de | dans le cas ou f est
intervalle | . : . . . .
continue croissante sur Uintervalle | continue décroissante sur Uintervalle |
[a,6] [£(a).£(b)] [£(6).£(a)]
[ 4] {f(a)fﬁiggf()()[ ]mfm,f(a)]
x<b x<b
Job] ]ﬁiggf (). f (b)} [f (b)fimf (X)[
Jo.bf ]@gﬂx)@gf(x)[ }@f(x)@gf(x)[

Dans le cas ou |l est un intervalle ouvert ou semi

Exercice

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x)=

x*+1six<0
X+2 six=>0

1) Etudier la continuité de f

2) Déterminer f([—2

) £(1])

£([0,+o[) et £(IR)

Solution:

—ouvert a et b peuvent étre des réels ou Uinfini




1) - Continuité de f sur |-,0[

La fonction x> x*> +1 est continue sur IR (fonction polynéme )
et en particulier sur ]—oo,O[ d’ou fest continue sur ]—oo,O[

- Continuité de f sur [0,+]
Lafonction x+— x+2 est continue sur IR (fonction polynéme )
et en particulier sur [0,+c0[ d’ou fest continue sur [0,+o]
- Continuité defen 0
. T 2 _
/xlggf(x)_lxlgg(x +1)=1

x<0

Ona: d’ou iiirgf(x);tiiggf(x) donc f

Imf()=imce2)=2
x>0

n’est pas continue en 0
Conclusion : f est continue sur |-o,0[ etsur [0,+o0[

2) -Détermination de f([—z,—l])

La fonction x+— x* +1 est décroissante sur |—0,0]
d’ou fest décroissante sur |-,0[ et comme [-2,—1]<]-o0,0]
alors  f([-2-1])=[ f(-1),f(-2)]=[2.5] - ~

Pour cela il suffit de décomposer
- Détermination de f([—l,l])

I'intervalle I en une réunion

d'intervalle sur lesquels f est
continue et appliquer

la propriété :
f(AUB)=f(A) Uf(B)

La fonction f n’est pas continue sur [-1,1]

(=)= £([=voffo]) = £([=1of) v £([0.1])

Puisque est décroissante sur [~1,0[ et croissante sur [0,1]

alors f([-1,0[)= }gggf(x),f(—l)] =]1,2] et

x<0

£([01])=[£(0). £(1)]=[2,3] done £([-1,1])=]1.3] R
- Détermination de f([0,+oo[)

f([0,+oo[) = [f(O), lim f(X)|: = [2,+oo[ ( f est continue est croissante )

X—>+00

- Détermination de f(/R)

£ (1R)= £ (o0, 0[ [0, 400 )= £ (J=o2, 0 )« £([0,+<])

f (]‘w'o[)i}’fﬁzf (x), fim f (X)[=]L+oo[
#([0,) 2] £(0), m (3] =[2.4
Donc:  f(IR)=[2,+x]



